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Miara produktowa

i caªka iterowana
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Niech (X ,FX , µX ), (Y ,FY , µY ) przestrzenie z miarami σ-sko«czonymi.

Skonstruujemy produktow¡ przestrze« z miar¡ σ-sko«czon¡

(X × Y ,FX ⊗FY , µX ⊗ µY )

Lem. Iloczyn kartezja«ski σ-algebr jest póªpier±cieniem, tzn.

FX ×FY := {A× B : A ∈ FX , B ∈ FY } jest póªpier±cieniem zbiorów.

Dowód:

Def. σ-algebr¦ FX ⊗FY := σ(FX ×FY ) generowan¡ przez FX ×FY

nazywamy σ-algebr¡ produktow¡ lub iloczynem σ-algebr FX , FY .

Prz. Rodzina B(R)× B(R) skªada si¦ z �prostok¡tów� na R2, a

B(R)⊗ B(R) = B(R2) zawiera wszystkie zbiory borelowskie na R2.

Tw. Istnieje dokªadnie jedna miara µX ⊗ µY : FX ⊗FY → [0,∞] t., »e

∀A∈FX ,B∈FY
µX ⊗ µY (A× B) = µX (A) · µY (B). (†)

Dowód: Na mocy Twierdze« o przedªu»eniu i jednoznaczno±ci miar

wystarczy pokaza¢, »e funkcja µX ⊗ µY : FX ×FY → [0,∞] dana
wzorem (†) jest σ-addytywna. (Idea: zapiszemy µX ⊗ µY jako caªk¦ po µX )
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Dla C = A× B ∈ FX ×FY poªó»my fC := 1A · µY (B). Wtedy∫
X fC (x) dµX =

∫
X 1A · µY (B) dµX = µX (A) · µY (B) = µX ⊗ µY (C ).

Dla por¦czniejszego zapisu, dla ka»dego

x ∈ X oraz ka»dego C ⊆ X × Y

rozwa»my x-przekrój zbioru C :

X

Y

C

x X

Y

C

x

Cx

↗

↘
Cx := {y ∈ Y : (x , y) ∈ C}
zbiór y -ków le»¡cych w C nad x

Je±li C = A× B , to Cx = B , gdy x ∈ A oraz Cx = ∅, gdy x 6∈ A. St¡d

fC (x) = µY (Cx)

Zaªó»my, »e C =
⊔∞

n=1 Cn ∈ FX ×FY ,gdzie Cn ∈ FX ×FY . Wtedy

Cx =
⊔∞

n=1 Cn,x , gdzie Cn,x jest x-przekrojem zbioru Cn, x ∈ X .

Z σ-addytywno±ci µY i caªkowalno±ci szeregów wyraz po wyrazie

µX ⊗ µY (C ) =
∫
X fC (x) dµX =

∫
X µY (Cx) dµX=

∫
X µY (

⊔∞
n=1 Cn,x) dµX

=
∫
X

∑∞
n=1 µY (Cn,x) dµX =

∑∞
n=1

∫
X µY (Cn,x) dµX

=
∑∞

n=1

∫
X fCn(x) dµX =

∑∞
n=1 µX ⊗ µY (Cn). �
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Def. Miar¦ µX ⊗ µY na FX ⊗FY speªniaj¡c¡ (†) nazywamy miar¡

produktow¡, lub te» iloczynem miar µX i µY .

Uw. Produktowanie miar jest ª¡czne, tzn.

(µX ⊗ µY )⊗ µZ = µX ⊗ (µY ⊗ µZ )

dla dowolnych σ-sko«czonych miar µX , µY , µZ . Zatem w tym

kontek±cie mo»emy i b¦dziemy pomija¢ pisanie nawiasów.

Prz. Pot¦gi jednowymiarowej miary Lebesgue'a λ na B(R) (dªugo±ci na

prostej R) s¡ n-wymiarowymi Lebesgue'a λn na B(Rn):

λ⊗n := λ⊗ λ⊗ · · · ⊗ λ︸ ︷︷ ︸
n-razy

= λn

Prz. Zmienne losowe ξ, ζ na przestrzeni probabilistycznej (Ω,F ,P)
s¡ niezale»ne ⇐⇒ rozkªad wektora losowego (ξ, ζ) jest iloczynem

rozkªadów ξ i ζ, czyli
µ(ξ,ζ) = µξ ⊗ µζ

gdzie µ(ξ,ζ)(C ) := P
(
{ω ∈ Ω : (ξ(ω), ζ(ω)) ∈ C}

)
dla C ∈ B(R2).
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Lem. Niech C ∈ FX ⊗FY . Wtedy

1 przekrój Cx := {y ∈ Y : (x , y) ∈ C} nale»y do FY dla µX -prawie
ka»dego x ∈ X . W szczególno±ci, funkcja fC (x) = µY (Cx) jest

µX -prawie wsz¦dzie okre±lona i jest ona mierzalna.

2 Zachodzi równo±¢: µX ⊗ µY (C ) =
∫
X fC (x) dµX

Dowód: Gdy C = A× B to ju» widzieli±my w dowodzie Tw. Ogólnie

Wn. Je»eli f ­ 0 funkcja mierzalna na X f (x)

C

oraz

C := {(x , t) ∈ X × R : 0 ¬ t ¬ f (x)}, to

µX ⊗ λ(C ) =
∫
X f (x) dµX

Dowód: Stosujemy Lem dla µY = λ. Wtedy Cx =[0, f (x)]. Zatem

fC (x) = λ(Cx) = λ([0, f (x)]) = f (x). Czyli teza wynika z Lem (2). �

Pytanie:

Kiedy caªk¦ podwójn¡ mo»na liczy¢ jako caªk¦ iterowan¡?
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Twierdzenie Tonellego.

Tonelli

Dla dowolnej FX ⊗FY -mierzalnej funkcji f (x , y) ­ 0∫
X×Y

f (x , y) dµX ⊗ µY =

∫
X

∫
Y

f (x , y) dµY dµX =

∫
Y

∫
X

f (x , y) dµXdµY

W szczególno±ci,
∫
Y f (x , y) dµY jako funkcja od x jest FX -mierzalna

oraz
∫
X f (x , y) dµX jako funkcja od y jest FY -mierzalna.

Dowód: Niech C := {(x , y , t) ∈ X × Y × R : 0 ¬ t ¬ f (x , y)}. Z Wn

µX ⊗ µY ⊗ λ(C ) =
∫
X×Y f (x , y) dµX ⊗ µY .

Na mocy Lem dla µX -prawie ka»dego x ∈ X przekrój

Cx = {(y , t) : (x , y , t) ∈ C} = {(y , t) ∈ Y × R : 0 ¬ t ¬ f (x , y)}

jest w FY ⊗B(R). Dla fC (x) := µY ⊗ λ(Cx)
Wn
=
∫
Y f (x , y) dµY mamy∫

X×Y f (x , y) dµX ⊗ µY
Wn
= µX ⊗ µY ⊗ λ(C )

Lem
=
∫
X fC (x) dµX

=
∫
X µY ⊗ λ(Cx) dµX

Wn
=
∫
X

∫
Y f (x , y) dµY dµX .

Dowodzi to pierwszej równo±ci w tezie. Drugiej dowodzi si¦ podobnie. �6 / 8



Twierdzenie Fubiniego.

Fubini

Dla dowolnej µX ⊗ µY -caªkowalnej funkcji f (x , y)∫
X×Y

f (x , y) dµX ⊗ µY =

∫
X

∫
Y

f (x , y) dµY dµX =

∫
Y

∫
X

f (x , y) dµXdµY

W szczególno±ci,
∫
Y f (x , y) dµY jako funkcja od x jest µX -caªkowalna

oraz
∫
X f (x , y) dµX jako funkcja od y jest µY -caªkowalna.

Dowód: Wniosek z Twierdzenia Tonellego poprzez zastosowanie go do

cz¦±ci dodatniej f +(x , y) oraz cz¦±ci ujemnej f −(x , y) funkcji f (x , y).

Uw. Na ogóª, z istnienia caªek iterowanych nie wynika ich równo±¢, a z

ich równo±ci i sko«czono±ci nie wynika caªkowalno±¢ funkcji.

Prz1. Niech X = Y = [−1, 1], µX = µY = λ oraz f (x , y) = xy
(x2+y2)2

dla (x , y) 6= (0, 0). Skoro f (x , y) nieparzysta ze wzgl¦du na x i y , to∫ 1

−1 f (x , y) dx =
∫ 1

−1 f (x , y) dy = 0. Zatem∫ 1

−1

∫ 1

−1
f (x , y) dx dy =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
f (x , y) dy dx = 0.
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Z drugiej strony f (x , y) = xy
(x2+y2)2

nie jest caªkowalna na X × Y :∫
[−1,1]2 |f (x , y)| dλ2 ­

s
{(x ,y):x2+y2¬1}

|xy |
(x2+y2)2

dλ2{
wspóªrz¦dne biegunowe
x = r sinϕ, y = r cosϕ

}
=
∫ 1

0

∫ 2π
0

r2| cosϕ sinϕ|
(r2 cos2 ϕ+r2 sin2 ϕ)2

r dϕ dr

=
∫ 1

0

∫ 2π
0

1
r | cosϕ sinϕ| dϕ dr

=
∫ 2π
0
| cosϕ sinϕ| dϕ ·

∫ 1

0
1
r dr =∞.

Prz2. Niech X = Y = [0, 1] oraz f (x , y) = x2−y2
(x2+y2)2

. Wtedy∫ 1

0
x2−y2

(x2+y2)2
dy =

∫ 1

0
∂y

(
y

x2+y2

)
dy =

[
y

x2+y2

]1
0

= 1
x2+1

a st¡d∫ 1

0

∫ 1

0
x2−y2

(x2+y2)2
dy dx =

∫ 1

0
1

x2+1
dx = [arctg(x)]10 = π

4
.

Z drugiej strony, skoro f (x , y) = −f (y , x), to mamy∫ 1

0

∫ 1

0
x2−y2

(x2+y2)2
dx dy = −

∫ 1

0

∫ 1

0
x2−y2

(x2+y2)2
dy dx = − π

4
.

Czyli z istnienia caªek iterowanych nie wynika ich równo±¢ !!!
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